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１無差別''１１線の凸性について＊
宮崎緋
1．序節
需要'''1線の定義域というものがある。図１に示されたように，需要[''１線
は，ある財の価格ｐＩに対して，その財の，ある大きさの需要量jc1が決
まる，そのような関数関係を，グラフに表したものである。
このような関数関係を，兀,＝。(p,）で表そう。この関数は，需要関数
と呼ばれる。需要'''１線の定義域とは，この需要ＩＸｌ数の定義域のことを意味
する。例えば，図１では，その需要曲線の定義域は，（ｐ,：０≦ｐ，≦αま
たは６≦ｐ】＜十・｡｝である。
賢U)な読者はすでに気が付かれたと思うが，図１の需要曲線は，普通と
述う妙な傾きを持っている｡普通は右下がりのはずの需要iI1線が，右上が
りに描かれているではないか？
しかもその需要'''１線は，途中で不連続になっている。その定義域が，α
とｂの間の範囲を含んでいない。このことは，その定義域が，凸集合の
性質を持っていないと言いかえてよい｡（１）
図１に関するこれらの疑問は，以下の議論の''１で解消するであろう。
この論文の結論を要約すれば，次のようになる。
’1財モデルという一般的枠組みの｢'１で，需要関数ｄ(p）＝ｄ(ｐ,，
＊この論文は，平成２(１２度（1990年度）特別研究助成金による研究成果の主内
容である。
２比,…，ノル）を考えよう｡(2)(ﾉ(ﾉ)）は一般には集合であるが，水論文では
〔ﾉ(ﾉ)）は，いずれの/)に対しても，－点のみから成ると仮定する。（ｉ）
ｌＩＩｉ移性，完全'1|:，反射性をiiMjたす選好I|【１１洲|係之のｲｱｲl；と，（ii）その選
好|||｢i序関係（jliに「関係」と呼ぶ吃と矛11Wしない滞幽ＩＲＩ数．(ﾉ〕）の〈Ｍｉ
を仮定するとき，滞要関数〔/(ﾉ)）の定投域が凸集合であるならば，その
定義域において，関係とはIUIなる関係である。
ここで，，UIなるＩＨＩ係とは，（ｸﾘえば２次兀】でいえば，jll(差MllllI1線が，１１１(点
に対して凸であることを意味している。
上のようなことがこの論文でlﾘ1らかにされるが，それはどういう愈味を
持つのであろうか？それは，関係だの,uI性がそれらの諸仮定からlﾘIら
かにされたならば，その凸IllZから，需要'''１級の右下がりという性画が（例
外的な「劣等財の場合」を除いて）必然的に導き|}}されて来る，という点
において意味を持つ。
llIili局のところ，この論文の|]的は，｜:|然な諸仮定をＩ尚くことによって，
ｲﾉ,f典'''1線のｲj下がり性を導き||}す〃法を'１.示することにある。
つまり，図１に示したようなｲT｣免がりのM;要'''１線は，劣等財の場合を除
いてはありえない，ということを説1ﾘIするためには，皿常では１１１(差>)llllll線
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側(差別[''1線の凸性について３
の1111性ということを１１１いなければならないのであるが，水論文ではその無
差別'''1線の,u,性を，初めから所与.の前提として償くのでなく，その＃|(鑪別
ｌＩｌ１線の凸性という，迦常では前提とみなされることを，他の'二1然な諸仮定
からの論Hl1的帰結として，導き'11そうとするのである。
2．サミュエルソンの問題提起
関係造の凸性が示されたとすれば，いわゆる無差別１１１１線は，Ｉ!;(点に対
して凸という形をとるということが示されることになる。力!(差)jlllllI線が原
点に対して凸であるという性質（図2）は，サミュエルソン（1938）では，
｢lIl界代持率の逓増」という言葉で呼ばれている｡(3)
サミュエルソン（1938）は，次のような問題提起を行っている。
￣なぜ'1N界代替率の逓噌を信じなければならないのだろうか？右下
がりの需要１１１１線という，もっともらしい帰結を導くからというBl1ll1に1M（
ることなしに，それを信じることは，はたして可能であろうか？……Ｊ
（サミュエルソン緤済学体系，第２巻，1980年，ｐ､65）
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ここで彼が言っているのは，＃|(差別'''１線が図２のような'''1り具合をして
いることである。つまり力|(差HIllll1線のIllIlIIiのことである。
なぜ力!〈差BlllllI線はIuIの形をしているのか？－この'''１いからl{}発してサ
ミュエルソンは，ｆｊ名な「顕示選好のIM1論」を打ち１１)したのだった。彼の
うちたてた顕示選好のHM論は，当初においては，そういう'''１題意識から発
して考案されたのだ。
サミュエルソンは，この'''１題一なぜ》|(差別'111線は凸の形をしているの
か？－にみずから杵えるに際して，次のようなIli11約条(!':を|=1分に課し
た。選好や効１１１関数の概念を全く１１１いずに，１１１１費者のＴｌ7場でのショッピン
グ（ｌ１Ｍｉ人行動）を観察することのみから無差)j'''''１線の凸性を導きl{}すこ
と。これをみずからの解くべき|Ｍ１題として'二1111)したのだ。
今になってみると，このような制約条(Ｉ:を課したことが，いたずらに'''１
題を複雑にしてしまったのではないか，とわたくしは思う。すくなくとも
サミュエルソンの初'01のＩ１Ｕ題提起に答えることだけに，注意を柴[|,するｌｌｌ
りにおいて，選好や効１１１関数の概念を全く川いないという制約は，その初
j9lの''１題に対する説得的でi)iilliIﾘｌＩＭ(な答えを11'すためには，いたずらに強
すぎる制約であったのではないか，と思われる。
というのは，この論文で，わたくしがⅡ|そうとするサミュエルソンの初
１０１の|Ｍ１題に対する容えは，Ｍｎ示選好による答えよりも，ずっと説得的で簡
llilﾘ1腺であるように忠われるからである。
サミュエルソンがその初'01の'''1題を解くにあたって，選好や効川関数の
概念を全く川いなかったと言ったが，彼はその'Ｍ１皿を解くにあたって選好
や効I111H1数の「存ｲ[」そのものを前提しなかった，というのがより１１ﾐ確で
ある。彼，ならびにハウタッカー（1950)，宇沢（1960）によって完成さ
れた顕示選好の理論が意図した'二|的は，ショッピングの行助を観察するこ
とのみによって，ｌｌｌｉる郷いのよい選好や，振る舞いのよい効I11lR1数の「ｲｱ
ｲ１コそのものの，必然性を証lﾘＩするということにあった。
振るjM『いのよい選好とは，ＩＩｌ;移|'k，完全性，反４１|'|:，および凸性を満た
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すような選好llljil了関係のことである。推移性について言えば，顕示選好の
HI1論は，ショッピングの行動の観察から，選好の}ＩＩｉ移|ﾘﾐを導き出すことが
不可能であることが分かったために，結局ショッピングの行動に，ア・プ
リオリ（観察以前）に，ある制約条件（仮定）を課すことによって，その
ア・プリオリに課された制約条件の当然の帰結として，選好の推移性を
｢導きⅡ}」さざるを得なかった。
要するに顕示選好のI1l1論は，顕示選好のＩＩＩｉ移性という重要な性質を，
ショッピングの行動の観察以前に，当然の仮定として置いたのだ。
選好の推移性は，あまりに当然すぎることであり，プレファレンス・リ
ヴァーサルという実験耶尖にもとづいた，選好の}ＩＩｉ移性を否定する諸論文
は，最近，トヴァースキーら（1990）によって実証的に反証されている。
従って，選好の推移性は，実証的に否定されていないというのが現状で
ある。
選好の推移性は，I1l1論の初めから前提してしまっても，一向にさしつか
えない自然なことである。この，きわめて自然な選好の推移性ということ
を，前提として理論の初めに置くためには，もちろん選好そのものの存在
が，仮定されねばならない。そこで，木論文では，その選好そのものの存
在が仮定される。と同Ⅱ＃に，その選好の推移性も前提される，という訳で
ある。
前置きはこれぐらいにして，本論に進むことにしよう。
3．「強い凸Ｉ性」の定義
以下の議論は，一般的に〃財の場合において行われる。
〃次元の財平iii（舞いｊ62,…，兀劇）の中の集合Ｔを，Ｔ＝（兀：妬’〉０，
ｒ２＞0,…，r〃＞Ｏ｝と定義する。選好順序関係庭は，Ｔの上で完全,推
移的，かつ反射的であると仮定される。この論文の議論の中の，この段階
においては，まだ乞はＴの上で凸であるかどうかは分かっていないけれ
ども，之が次のような性質を満たす場合に，乞は強く凸であると言われる。
r,ｚＥ７，かつ兀排ｚならば，ｘとどの'111の，任意のＭ１Ｉｉ合ｙ(Ｏ≦（≦１
なる，ある１１に対して，ｙ＝は十（１－ｔ)ｚとなるベクトルｙのこと）に
対して，ｄｒＺｚならば)'＞ｚである，という性質が，それである。
４．選好順序関係量と需要関数の間の関係
さらに，逸好lilnl洲Ｉ係だと需要関数の'111の関係について，次のことが
仮定される。
（[意のｄｒｅ７'は，何らかのＩ１ｌｉイバベクトルｐ＝（ハ，比,…，必)，ノ),，
腕,…，ノル〉０と，（'りらかの所得ｃ〉Ｏにおいて，ＩＨＩ係造にｌｌＬｌして岐適な
ベクトルであるとし，しかも一意的に岐適なベクトルである，と仮定され
る。これは，つぎのような意味である。任意のＸｅ７，に対して，ある
(ﾉ〕,ｃ）がｲＭＨして，（ｉ）ｐｒ＝ｃであり，（ii）ｘ'Ｅ７，かつ〃ｪ′≦ｃな
らばｘ尹冗′である，ということである。
5．ひとつの命題
命迦１：IlU係とは，７，の上で強くIuIである。
舟'１１'ﾘ1：sr，之〔ﾆｿﾘｓｒＺｚ，ｘ≠之と仮定しよう。）'をｊｒとこの'''１のIUI納
介のひとつとし，）,＃虻，之とする。７，の凸性から，）に７．であり，従っ
て，ある（ﾉﾉ｡，ｃ･）〉ｏがあって，）'は価格・)ﾘrillL状ＪＩｌ（ﾉ〕｡，ｃ･）のもと
で之に|Ｈ１して岐適となっている。
このﾉ)。を''１いて，ノ)｡｡r,ﾉ)Wy，及び〃．之の大小|Ｈ１係を考えてみる。点
兀,）'，ｚは，…１１１〔線Ｌにある以｣z，次のうちのただひとつが，成り)rたな
くてはならない，（ｉ）ノン'虻＞ﾉ〕。)'＞ﾉ)｡z，（ii）ノ)｡ｒ＜ノ)ｗ＜ノ)｡ご’また
は，（iii）ノノ｡ｽﾞｰﾉ)"ｙ＝ﾉ)･Ｚ，の二つの場合である，
（ｉ）から（iii）のいずれの場合においても，ｙ＞ｚが成り立つという
)１１筋鋤''1111線の凸性について ７
ことを以下で示そう｡
場合（ｉ）においては，ノ)｡ｙ〉ｐ･之となるので，ノ)｡)'＝ｃ・を川いれば，
c･〉ﾉ)｡ｚである。従って，ＩＩＩｉ格・所得状況（"｡，ｃ･）のもとでの，）'の
Ｚに関する一意的岐適|'|:により，ｙ＞ｚとなる。
場合（ii）においては，ノ)｡｡Ｙ＜ﾉ)｡)'によって，」:でｙとこの関係ｙ＞ｚ
を導いたのと|両}様にして。）'＞ｒとなる。ゆえに，仮定｡Y乞之と，関係だ
の|(&侈性によって，）'＞ｚとなる。
妓後に，場合（iii）においては，ｐｏｙ＝ｐｏｚによってｙ之之である。さ
らに，仮定)'≠ｚと，「Iillilh・所得状況（ﾉ)｡，ｃ・）のもとでの，）'の庭に
|H1する‐･怠的肢適性」により，ｙ＞ｚである。
かくて，ｏｒ，ごＥＴいｒ≠ｚ，そして)'＝は＋（1-1）ｚ，Ｏ＜（〈ｌであ
るならば，（ｉ）から（iii）の，いずれの場合においても)'＞ｚとなる，
ということが示された。つまり，それらの諸仮疋のもとで，関係とは強
く凸である。
6．命題１の意義
広い観点から兄るならば，命題ｌの意義は，｜:1然な諸仮定から，強いI111
1llHが導きＩｌＩされ得ることを>]くし/こ点にある。この論文の初めに示された，
よりlIl定された観点---サミュエルソンのW1lUlのＩＩＩｌＭＨ提起に答えるという
観点一からは，ｉＭｎｌは，どのような意義を持つのであろうか？
このことを考えるために，命題１を，２１１イモデルにiKilllしてみよう。｜叉１３
においては，点虻と点乙が，無差ＢＩであるものと仮定されている。紐>ナ
ではｘｚｚかつＺとｊｒと災される。（｢ｊＭｚＪというような記号「Ｉ」を定
錐してIllいてもよい｡）このとき，ェと之の１０脚,'i合〕'で，虹や之とljMILなる
ﾉ|､(は，ｌ叉１３に示されているように，線分ｒ之」名でﾊﾟ､(ｒと点ＺのIHIに位ilf(し
ている。
命題ｌの結論によれば，このような点)'は，ＡＩ､(&ｒや点こより選好され
８ｒ２
xｌ
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る。記号で書けば，このような点ｙは，ｙ＞九,ｙ＞ｚを満たしている。
今，点井を通る！l(差別曲線をリ|こうとすると，その無差別''11線は，
＃Ｉｚによって，点ｚも通らなければならない。点ｙは，この無差Bllllll線
より，右に位置しなければならないことが，次のようにして確かめられ得
る。もし点ｙが，ｒを通る無差別１１１１線より左（原点の0111）にあったと仮定
すると，図４に示されているように，点ｙより右上に，点ｕのような点
があり，その点【↓が，虹を通る無鑑別'''1線上にあるということが起こり得
ることになる。uは集合Ｔに属している以上，ある価格・所得状況（p'，
c'）において，一意的妓適点となっている。これに対して，点ｙは，点'４
より左下に位置するので，明らかに価格・所得状況（p'，ｃ'）において，
'１附人可能である。しかもその点ｙは，点＃や点ごより選好される以上，
点jrや点之と無差別である点'(より選好される。
まとめれば，点ｙは，点ｕより選好され，しかも，価格・所得状況
(p'，ｃ'）において，購入可能であるにもかかわらず，その価格・所得状
況で最適点として選ばれず，点'４の刀が選ばれてしまった，ということ
になる。
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これは矛盾である。|又１４のようなやり方でﾘ|かれた雌雄Mllllll線は，そう
いう矛盾を含んでいる。
従って，そういう矛盾の生じないやり方でjⅡ(錐Hllllll線をリ|〈ならば，図
5のように，点)'がその＃l(錐y'''''１線の右01'１に位fけるようにリ|かれなけれ
ばならない，ということになる。
こうして，図５に示されたような，原点に対して凸となるllllり具合を持
つ無差別１１１１線が，リ|かれなければならないということが，証lﾘ1される。
われわれは，はじめに示したような，サミュエルソンのＩＨＩ題提起に対し
て，次のように答えることができる。すなわち，なぜNll差別'''１線が原点に
対して強く凸になるか，といえば，それは，次のような諸仮定を慨〈こと
が，｜訓然かつ必然的であるからである。
（ｉ）凸集合ソ'において関係とが定義されていて，完全，搬移的，か
つ反射的であること，そして，（ii）任意の点舛ＥＴは，何らかの(ilIi桁・
所得状況（p,ｃ）において，一意的最適点であること，の２点が，その諸
仮定である。
もちろん，これらの諸仮定（ｉ），（ii）の'|'には，ＩＨＩ係量にIH1する凸
性や強いIuI性の言葉は，全く含まれていない。関係庭に|１０して樋かれて
10
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いる仮定は，完全性，ｌＩＩｉ移性，反射性だけであり，凸性や強い凸性は〆仮
定されていない。
集合７，は，iii1liのため，n次元におけるi[象lIlであると仮定されたが，
７，は，ｎ次元におけるi[象|Ⅱ(に含まれる，征愈の凸集合であると仮定した
場合でも，上の談論は，全く同様に行うことができる。
仮定（ii）は，集合Ｔの征意の元無が，何らかの（p,ｃ）で一意的岐
適点として選ばれる，という仮定である。この仮定は，強すぎるであろう
か？もし仮定（ii）が成り立たないならば，Ｔのある元ｒが，いかな
る（ルｃ）の下でも岐適点となり得ない，ということが)巴こる。そのよう
な点は，そのｉＭ１ｉ者が，どのような状況~ﾄﾞにおいても，消費しない点であ
るから，そのような点を含む集合において，力！(差別'''1線が凸であるかどう
かを考えることは，あまり意味がない。というのは，水論文における，ｊ11〔
差別'''1線の形状を示すことの'二|的は，需要'''１級のIlMjTを導き出すことにあ
るからである。実際に需要されることのないようなベクトルを含む集合と
は，言い換えるならば，需要１１１１線の形状と結びつかない点を含む集合であ
る。そのようなili合の１１'で１１１(差BIllI1線の凸性を示すことは，不必要なこと
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である。需要'111線の右下がりＩｌｉ（劣等財の場合には，右｣iがりとなり得る
が，その場合を除いて）を説Iﾘ)するための根拠として，』I(差別''11線のIuI性
を考察しようとするとき，どの状況下でも決して需要されることのない諸
点を含む集合で，その無差別'''1線の凸性を考察することは不必要であっ
て，あくまで需l2Eされることのある諸点だけから成る集合の上での凸性を
示しさえすれば，その目的は十分に達成されるのである。
《注》
（１）ある集合八が凸集合であるとは，ｒ，）'ｅＡかつｏ≦（≦ｌならば，（工
＋（１－t”Ｅ八となる，ということを言う。
（２）〃財に対する十A;要を(１，（p)，ｉ＝１，２，…，'Lとおくと，濡要関数ｄ(p）
は，‘(p）＝((ﾉ，(p)，ｄ２(ﾉ)),…,(ﾉ"(ﾉ))）というベクトルを意味すること
になる。
（３）限界代替率の「逓蝋Ｊは，図２に示したような無差MIllll線の'''１り具合のこ
とであるがこの同じ性質は，限界代替率のｒ逓減_|と呼ばれることもある。
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